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IITI DYNAMIK

Dynamikken omhandler de krefter, som fremkalder og opretholder bevegelser, som
beskrives ved hjzlp af de stgrrelser, der er behandlet i kapitel II. Dynamikkens bevee-
gelsesligninger for kontinuerte medier skal her opstilles pa grundlag af Newtons bevaegel-
seslove for massepartikler. I disse love indgar begreber som kraft, masse og acceleration.
Af de naevnte stgrrelser er acceleration omtalt i afsnit 8.4. Kapitlet her indledes der-
for med en behandling af masse i afsnit 11 fulgt af afsnit 12, som omhandler krafter
og speendinger, mens bevagelsesligningerne og specielle speendingstilstande er emnerne
for afsnit 13 og 14. Lgsninger til bevaegelsesligningerne, specielt ligeveegtsligningerne, i
form af spandingsfunktioner, tages op i afsnit 15.

Newtons love antages at gzlde i inertialsystemer, dvs. systemer som beveger sig i
forhold til hinanden med konstant hastighed, men uden at rotere i forhold til hinanden.
Ved system forstas her et punkt og tre retninger; disse retninger skal altsa veere faste i
rummet.

11. MASSE

Til ethvert materielt legeme er der knyttet to skaleere stgrrelser, som betegnes volu-
men og masse. Til volumenelementet dv svarer massen dm, og under forudsetning af
kontinuert massefordeling i legemet defineres masseteetheden eller densiteten p ved

p=dm/dv (11.1)
Massen m af et volumen v af endelig stgrrelse bestemmes ved

m= /p(F)_dv (11.2)

hvor skrivemaden p(7) antyder, at masseteetheden er en kontinuert funktion af stedvek-
toren T.

11.1 Massens bevarelse

De bevaegelser, som skal behandles her, forudsattes at forega ved sa sma hastigheder, at
man kan regne et legemes masse konstant under en beveegelse. Et volumenelement, hvis
partikler afgraenses af en lukket flade og som i referencetilstanden, har volumenet dV/, vil
under en deformation fgres over i et element, som indeholder de samme partikler og har
volument dv. Idet massetzetheden i referencetilstanden betegnes pog, kan forudsestningen
om massens konstans udtrykkes ved

dm = podV = pdv (11.3)
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I en materiel deformationsbeskrivelse har man dv/dV = J, se afsnit 7.1, og massens
bevarelse udtrykkes ved

po = pJ (11.4)

Tilsvarende har man i en rumlig deformationsbeskrivelse dV/dv = j, se afsnit 7.2, og
hermed

poj =p (11.5)

Et udtryk for massens konstans i den rumlige strgmningsbeskrivelse findes ved at be-
tragte et fast volumen v begraenset af en lukket flade s, se figur 11.1, som ogsa viser

Figur 11.1

nogle strgmlinier. I et vilkarligt punkt er endringen af massetztheden 9p/0a, og den
masse, der strgmmer ind i v gennem s, er fs —p# - tds, hvor minustegnet skyldes, at 7
er en udadrettet normal. Man har derfor masseforggelsen

/(ap/ﬁa)dv = — /pﬁ -tds (11.6)
som ved hjelp af divergenssaetningen kan skrives

/(8p/3a + div(pt))dv =0 (11.7)

Da (11.7) skal geelde for et vilkarligt omrade, ma integranden veere nul dvs.

dp/Ba + div(pt) =0 (11.8)



Med div(pt) =t - gradp + pdivt fas

Op/0a +t - gradp+ pdivi =0 (11.9)
eller

Dp/Da + pdivi=0 (11.10)
Udtrykkene (11.8) - (11.10) kaldes ofte kontinuitetsligningen.

Ligningen fremkommer ogsa ved at benytte (11.4) og (8.33b)

Dpo/Da = 0= D(pJ)/Da = JDp/Da + pDJ/Dax (11.11)
= J(Dp/Da + pdivt) |

Med antagelsen om massens konstans kan betingelsen for deformation under volumen-
konstans, J = 1, se afsnit 9.2.1b, skrives

p = po (11.12)

mens man for strgmninger under volumenkonstans, se afsnit 9.2.2b, foruden (9.71)

DJ/Da =divt = I; =0, far
Dp/Da =0 (11.13)

11.2 Den materielle afledede

I afsnit 8.2.1 er Reynolds transportsaetning (8.31) udledt

D£ /mdv = /(Dm/Da + mdivi)dv (11.14)
o v - v ~ -

hvor m(T) er en tensordensitet knyttet til volumenelementet dv. Er der i stedet tale om

en tensordensitet u(T), som er knyttet til masseelementet dm, har man pudm = pudv,

og man finder

D ’ =

m/p,udv = /(Dp,u/Da—i—p,udivt)dv (11.15)
som ved hjzlp af kontinuitetsligningen (11.10) bliver

D[ iee [t (11.16)

Da .79 = |, #Ba® -

Med u = v, hastighedsvektoren, og a = ¢, tiden, er pv beveagelsesmeengden og Dv/Dt =

a, accelerationen, og man har

% pﬁdvz/pﬁdv (11.17)
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12. KRAFTER O0G SPANDINGER

De kreefter, som optreeder i kontinuummekanikken, inddeles i massekreefter knyttet til
masseelementer dm = pdv, og fladekrzefter knyttet til fladeelementer da. Fladekreefter
pr. arealenhed kaldes spaendinger.

12.1 Massekrafter

Massekraften pr. masseenhed antages at veere en centralt virkende kraftvektor, som
betegnes b og den samlede massekraft pa et legeme beregnes som fv pbdv. Et eksempel
pa en massekraft er tyngdekraften.

12.2 Spandinger

Fladekreefter optraeder pa et legemes begreensningsflade i form af f.eks. kontaktkreefter,
men ogsa i teenkte snitflader i et legemes indre forekommer fladekreefter. Figur 12.1 vi-
ser et fladeelement med arealet da = dan pavirket af kraften dF',,. Det antages, at der i

n dFy,=&.da

da

Figur 12.1

ethvert punkt af en flade eksisterer en graenseveerdi af forholdet dF',,/da. Denne graen-
seveerdi kaldes spendingsvektoren og betegnes o, nar man gnsker at preecisere afheen-
gigheden af normalen 7, ellers blot . Man har altsa

Gn =dFy,/da (12.1)

Spaendingsvektoren @, virker pa de partikler, som ligger indenfor fladestykket, hvor
indenfor er defineret ved den udadgaende normal 7, som er vist i figur 12.1. Idet lo-
ven om aktion og reaktion forudsaettes at geelde, vil partiklerne pa den anden side af
fladestykket, hvilket angives ved den udadgaende normal —n, veere pavirket af spzen-
dingsvektoren —a,, altsd _,, = —7,.

Seedvanligvis karakteriseres et kraftsystem ved en kraftresultant, her dF, og en mo-
mentresultant, som kan betegnes dM. Den til dM svarende momentspaendingsvektor
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% = dM/da forudszettes her at veere nul, dvs. der regnes ogsé med centralt virkende
kraefter mellem nabopartikler. Speendingsvektoren o kaldes ofte Cauchy-spaendingen.

Gennem et punkt i et legeme kan der leegges uendelig mange snitflader karakteriseret
ved hver sin normalvektor, og de til de enkelte snitflader svarende speendingsvektorer vil
i almindelighed alle veere forskellige. Spzendingsvektorerne i et punkt er saledes funktio-
ner af bade stedvektoren til det betragtede punkt, normalen til den betragtede snitflade
og evolutionsparameteren «, ¢ = (7,7, a). Det skal nu vises, at athengigheden af
normalen kan ggres eksplicit ved indfgrelse af en speendingstensor 7, som i et punkt er
bestemt ved kendskab til spzendingsvektorerne pa tre flader gennem punktet.

Et tetraeder har som vist i figur 12.2 de tre sider ¢, ¢3 og ¢3. Tetraederet har volu-

Figur 12.2

k

menet ¢/6 = [¢; ¢; ¢3]/6 og arealvektorerne @* er a' = ¢3 x ¢,/2, @ = ¢ X ¢3/2 og

@ = ¢ x ¢1/2, dvs. a* = —cc*/2, hvor ¢ = e*'™¢ x € /2¢c jvf. afsnit 3.3. Da
arealvektoren for en lukket flade, som vist i afsnit 5.7, er nul, har man til bestemmelse
af arealvektoren afi pa den fjerde sideflade

ar+at +a>+a =0 (12.2)
Indfgres

@' = alfiy, @ = a’hy, @ = ahy (12.3)
har man

aiv = —alfy — a?hy — a®hg = —aFiy (12.4)
og hermed

7 = —a*hy/a (12.5)
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Med #F - A = 6,’“ bliver saledes

A =—d/a (12.6)

Figur 12.3

Herefter betragtes tetraederet i figur 12.3, som er ligedannet med tetraederet i figur
12.2, blot er sidelsengderne ganget med tallet . Hermed bliver arealer ganget med &2
og volumenet med 3. Det antages nu, at Newtons anden lov geelder for tetraederet pa

formen
&2 (aEn @ty +a’Ty + a353) +e3pbc/6 =e3pac/6 (12.7)
hvor @ pa hgjresiden af lighedstegnet er accelerationsvektoren.

Ved at dividere med &? og derefter lade ¢ g mod nul, finder man

o, =—d'gi/a (12.8)

dvs. speendingsvektoren pa en vilkarlig flade er bestemt ud fra kendskabet til 3 speen-
dingsvektorer i et punkt.

Ved hjelp af (12.6) kan (12.8) skrives

Gn=n-mor=1f-g (12.9)

hvor den indférte tensor af anden orden

T =m0 =0o(F,qa) (12.10)

kaldes spendingstensoren, specielt Cauchys speendingstensor.

Sammenhangen (12.9) mellem spezendingsvektoren o,, normalen 7 og speaendingstenso-
ren o geelder for savel snitflader som begraensningsflader.
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Speendingsvektorens projektion pa fladenormalen @ - 7n kaldes normalspendingen og
dens projektion pa fladens tangentplan @ — 7 - ik = 7 - (I — nn) kaldes forskydnings-

spendingen, se figur 12.4.

Normalspending [\ =~

~

Forskydningsspaznding

Figur 12.4

Normalspeendinger, som peger veek fra den flade, de virker pa, kaldes trekspendinger,
de, der peger ind mod fladen, kaldes trykspendinger.
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13. BEVAGELSESLIGNINGER

For et kontinuum forudsaettes det, at bevaegelsesligningerne til enhver veerdi af evoluti-
onsparameteren o kan udtrykkes som kraftvektorligningen

/pZdv—l—/Eds = /p&d’u (13.1)

og momentvektorligningen

/Fx,o&lv—i—/?xﬁds = /Fx,o&dv (13.2)

hvor b er massekraften pa en partikel, & fladekraften pé& et arealelement af legemets
begraensningsflade og @ accelerationen.

Benyttes (12.9) samt divergensseetningen, finder man af (13.1)

/pZdv+/Eds:/p§dv+/ﬁ-gds

= /(divg +p3)dv = /padv

v v

(13.3)

som, da udtrykket skal geelde for et vilkarligt delvolumen, fgrer til beveegelsesligningen

dive + pb = pa (13.4)

Tilsvarende finder man af (13.2)

/prEdv—l—/FxEd:;:/prgdv—/ﬁ-ngds
=/(pF><Z—div(g><F)) dv (13.5)
=/(pF><z—(divg)xF—fk-gxfk)dv=/pF><Eidv

som kan skrives
/Fx (divg—{-pZ—pE)dv—/Zk.gxfkdv=6 (13.6)

k

Benyttes (13.4) og (4.53): ¢7 =% - g% har man

/@:Zk-gfkch):/@':gTdv:ﬁ (13.7)

v v



som sammen med (4.91) viser, at speendingstensoren er selvtransponeret

g=g" (13.8)

N3r spzendingstensoren er selvtransponeret, kan den p& normalform skrives o = o 2%,

hvor 4 -2 = §%. Snitfladerne med ¥ som normaler kaldes hovedsnittene, og da spzen-
dingsvektorerne pa disse snit har samme retning som normalerne, optreeder der ikke
forskydningsspeendinger pa hovedsnittene.

Sammenfattende bliver beveegelsesligningerne

dive + pb = pa
(13.9)

0'=0'T

geeldende for et kontinuum uden momentspzendinger.

13.1 Piola-Kirchoff spandinger

Beaegelsesligningerne (13.9) er opstillet i den aktuelle konfiguration svarende til para-
meterveerdien «, den deformerede tilstand. De stgrrelser, der indgar i ligningerne, er
derfor funktioner af 7 og «, dvs. o(7, @), b(7,a) og @(7, o). Det kan ofte veere bekvemt

at arbejde med spzendinger, som er funktioner af stedvektoren R svarende til reference-
konfigurationen, den udeformerede tilstand. Kraften d F p4 fladeelementet da = da#,
se figur 12.1, udtrykkes derfor som YdA, hvor ¥ er en ny speendingsvektor, og dA er
arealet af det fladeelement d A = dA N, som under deformationen fgres over i d@. Man
har saledes

dF =5da=XdA (13.10)

Den nye spezendingsvektor ¥ kaldes Piola-Kirchhoff spzendingsvektoren, og ligesom
Cauchy spzendingsvektoren udtrykkes ved Cauchys spzendingstensor som & = 7 - g,

udtrykkes ogsa Piola-Kirchhoff speendingsvektoren ved Piola-Kirchhoff spsendingsten-
soren som % = N - X. Udtrykket (13.10) kan nu skrives

. YdA (13.11)

~

=,

n-oda=

eller

da-c=dA-Z (13.12)
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Benyttes Nansons formel (7.38) fas

JdA-F ' 0=dA-3 (13.13)

og hermed sammenhzngen mellem de to spandingstensorer

T=JE" g
N (13.14)
o= .

~

Indseettes (13.14b) i beveegelsesligningen (13.9a), og benyttes (7.126b) samt py = pJ,
fas

DivZ + pob = poa (13.15)

som er en bevaegelsesligning henfgrt til referencetilstanden.

Af (13.14a) og (13.9b) fremgar

T =Jg-F T (13.16)

~

som viser, at den farste Piola-Kirchhoff spendingstensor T ikke er selvtransponeret. En

selvtransponeret tensor far man ved at indfgre den anden Piola-Kirchhoff spendings-
tensor S ved

S=XL-FT=f1.5T=JF"'.q-F " (13.17)

~ ~

Til gengzeld bliver bevaegelsesligningen, som fas ved at indssette & = S - ET fra (13.17)
i(13.15)

Div (§- FT) + pob = poa (13.18)

ikke szerlig bekvem.

Sammenfattende er sammenhaengen mellem de tre speendingstensorer

P g=JF 5 BT

1Q
Il

7
§’.

i
I

FT=JF'.g (13.19)

~

1
I

JEl g - FT=3.F T

~ ~ ~
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Nar tgjninger og rotationer er sma, se afsnit 7.3.2, er F = I og J = 1, og de tre spzn-

dingstensorer bliver da praktisk taget identiske, ligesom beveegelsesligningerne (13.9),
(13.15) og (13.18) bliver identiske.

13.2 Statik og kinetik

I beveegelsesligningen (13.3)

/pZdv—i- /ﬁ-gds = /p&dv (13.20)

er fgrste led pa venstresiden massekraften, andet led er fladekraften og leddet pa hgjre-
siden er inertikraften. Det er kun, nar et legemes partikler accelereres, at der optraeder
inertikreefter, og i de problemer, hvor man er interesseret i at bestemme ligeveegtstil-
stande, uden i gvrigt at veere interesseret i, hvorledes man kommer fra en ligeveegtstil-
stand til en anden, optraeder inertikreaefter saledes ikke. Bevagelsesligningerne (13.9)
eendres for sadanne statiske problemer til ligevegtsligningerne

diva +pb=10
(13.21)

oc=oT

Nar man er interesseret i en beskrivelse af hele deformationsprocessen, ma man imidler-
tid medtage inertikreefterne. Problemerne kaldes da kinetiske og beveaegelsesligningerne

er (13.9)

dive + pb=pa
(13.22)

O'ZO'T

Kinetiske problemer omtales ofte som dynamiske problemer.
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14. SPECIELLE SPANDINGSTILSTANDE

Ligesom der forekommer specielle bevaegelser, er der ogsa spzendingstilstande, som er
enten simple og forholdsvis ofte forekommende, eller som er underlagt forskellige dyna-
miske bindinger.

14.1 Simple spzendingstilstande

Som eksempler pa simple spzendingstilstande skal anfgres nogle homogene tilstande.
Nar spzendingerne er homogene, er dive = 0, og er der tale om en ligeveegtstilstand, ma

legemet derfor ikke veere pavirket af massekraefter.

a) Alsidigt traek eller tryk
Speendingstilstanden

g =+p] (14.1)

hvor p er en positiv konstant, kaldes alsidigt treek, nar plustegnet geelder, og alsidigt
tryk nar minustegnet geelder. Nogle speendingsvektorer pa forskellige planer er vist i
figur 14.1. Normalerne til planerne er 7 = cos 6z + sin 85, og der er vist trykspsendinger.

.y

~.)

Figur 14.1
Speendingsvarianterne er

I,=%3p, II, =3p*, III, = +p® (14.2)
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og hovedspendingerne (egenvaerdierne)

01 =09 =03 ==%p (14.3)

b) Enakset traek

Er spendingerne givet ved

An

g =011 (14.4)

hvor o er en positiv konstant, kaldes tilstanden enakset traek. Spzendingsvektorerne pa
siderne af et retvinklet parallellepipedum er vist i figur 14.2.

T
b

H
"

Figur 14.2

Man bemeerker, at spzndingsvektoren er nulvektoren pa flader med normal vinkelret
pa ¢. Speendingsvektorens variation med normalen er vist i figur 14.3.

i
Figur 14.3
Speendingsinvarianterne er
I,=qa; I, =HHI,=1 (14.5)

og hovedspeendingerne

o1=0,0,=03=0 (14.6)
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Med negativ o i (14.4) kaldes tilstanden enakset tryk.

c¢) Forskydning
For spezendingerne

g=r(ab+ba) (14.7)

hvor 7 er en positiv konstant er spaendingsvektorerne pa siderne af et retvinklet paral-
lellepipedum vist i figur 14.4.

il
o)
Q)
R ——

Figur 14.4 ——————

Speendingstilstanden kaldes forskydning. Spzendingsinvarianterne er

I,=0,II,=—7%,III,=0 (14.8)

og hovedspezndingerne

o1=T,0,=—7,03=0 (14.9)

med hovedretningerne (egenvektorerne)

1= (a+b)v2/2, iy = (b—a)v2/2, 13=axb (14.10)

Speendingsvektorerne pé sidefladerne af et retvinklet parallellepipedum med 2; som

Figur 14.5
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normaler er vist i figur 14.5. Pa normalform bliver speendingstensoren

g =T (;1 21 - ;2 ;2) (14:11)

Speendingsvektorens variation med normalen igvrigt er vist i figur 14.5.

o)

Q)

Figur 14.6

14.2 Dynamiske bindinger

Som et eksempel pa en dynamisk binding, og som et eksempel pa en binding, der udtryk-
kes ved en ulighed og ikke en ligning, kan naevnes det tilfzelde, hvor der ikke optraeder
treekspaendinger, dvs. alle normalspaendinger skal i ethvert punkt veere trykspzendinger.
Betingelsen kan udtrykkes som

i-g-n<0 (14.12)

og skrives spaendingstensoren pa normalform

o = oy111t + 02191 + 03132 (14.13)

bliver betingelsen, at alle hovedspzndinger skal veere mindre end eller lig med nul
01<0,02<0, 030 (14.14)

da o3 < 7.0 -7 < o1, nar 03 < 03 < 01, jvi. bemezerkningerne vedrgrende deformati-

onstensoren C' i afsnit 7.1.1. Udtrykt ved hovedinvarianterne fas

I, =o014+024+03<0
IIU =0'10'2+0'20'3+0'30'1 20 (14:15)

IIIU- = 0109203 S 0
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15. SPENDINGSFUNKTIONER

Betragtningerne vedrgrende spandingsfunktioner skal her indskrzenkes til kun at om-
fatte statiske problemer, dvs. der sgges generelle lgsninger til ligevaegtsligningerne

dive +pb=0, ¢ = g’ (15.1)

Da det ofte er forholdsvis let at bestemme en partikuleer lgsning til (15.1), er det egent-
lige problem at finde lgsninger til

dive =0, ¢ g’ (15.2)

med tilhgrende randbetingelser.

I henhold til (5.112) er

divrotL = 0 (15.3)

for alle tensorfelter L(7) (undtagen skalarfelter), sd ved at seette ¢ = rotL, hvor L er
en tensor af anden orden, er den fgrste ligning i (15.2) identisk tilfredsstillet. Da rotL

ikke ngdvendigvis er selvtransponeret, er den anden ligning i (15.2) ikke altid opfyldt.
Dette kan imidlertid opnas, nar man bemaerker, at

rot (rotg)T = (rot(rotg)T)T nirU = Q’T (15.4)

idet stgrrelserne pa begge sider af lighedstegnet er lig med f;n,-szl LT ~#'x Ul xF,

og ved at man sztter L = (rotU)7, dvs.
' = =T
g =rtot (roty)T , U=T (15.5)

Hermed er begge ligevaegtsligninger i (15.2) identisk tilfredsstillet. Speendingsfunkti-
onstensoren af anden orden U skal, foruden at vare selvtransponeret, bestemmes, sa

randbetingelserne tilfredsstilles. Spendingsfunktionstensoren kan ikke bestemmes en-
tydigt, da lgsninger til

rot(roty)T = 0 (15.6)

ikke kun er nultensoren.

Som et eksempel pa en spzendingsfunktionstensor skal anfgres

U=-—r7-ab-7kk (15.7)
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hvor 7 er en konstant og a, IAJ,lAc et system af ortogonale enhedsvektorer.

Man finder

gradU = —77- (ba +ab)kk (15.8)
og hermed

rotU =77 (bb—aa)k (15.9)
Herefter

grad (rotU)T = r(bkb— aka) (15.10)
og endelig

rot (rotg)T = T(&B-{— 3&) (15.11)

som viser, at U i (15.7) er speendingsfunktionstensoren for spzendingstilstanden forskyd-

ning i afsnit 14.1, eksempel c.




